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Wave-Functions and Terms of the System Atom/Diatomic Molecule 
in the Case of Large Intermolecular Distances 

Wavefunctions of the system atom/homonuclear diatomic molecule are constructed, and their 
symmetry behaviour is examined; both atom and molecule can be degenerate with respect to spin and 
orbital. The classification of the states of the triatomic system with large atom-molecule distances 
is analogous to that of diatomic molecules consisting of different atoms, and is based on the approximate 
symmetry of the effective Hamiltonian of the system. Hefr contains spin-orbit, Coulomb, dispersion, 
and exchange interactions. General expressions for the matrix elements of Hoff are obtained. The matrix 
elements of the exchange interaction are calculated with the aid of a one centre approximation for a 
molecule with two equal nuclei. 

Wellenfunktionen des Systems Atom/homonukleares zweiatomiges Molekiil werden konstruiert 
und ihr Symmetrieverhalten wird untersucht; dabei sind Atom und Molekiil beide bahn- und spin- 
entartet. Die erhaltene Klassifizierung der Zust~inde des dreiatomigen Systems bei groBen Atom- 
Molektil-Abst~inden ist der ftir zweiatomige Molektile aus verschiedenen Atomen analog und basiert 
auf der N~iherungssymmetrie des eingefiihrten effektiven Hamilton-Operators des Systems. Heff 
enth~lt Spin-Bahn-, Coulomb-, Dispersions- und Austausehwechselwirkung. Man erhglt allgemeine 
Ausdrficke flit die Matrixelemente yon Her f. Die Matrixelemente der Austauschwechselwirkung werden 
mit Hilfe einer Einzentrenngherung fiir das Molekiil aus zwei gleichen Kernen berechnet. 

1. Einleitung 

Die Berechnung der  Potent ia l f l~chen von Atomsys t emen  ist unumg~ngl ich  
ftir die Deu tung  der  Molek t i l spek t ren  sowie der  Mechan i smen  ftir Energie-  und 
Tei lchenaus tausch  bei Molekti ls t6Ben.  O b w o h l  a priori-Rechnungen viel In forma-  
t ion tiber ad iaba t i sche  Poten t ia le  einfacher Systeme l iefem (s. z. B. die Obers ich t  
von Krauss  [1]), werden in Spek t roskop ie  und S tog theor ie  noch h~iufig grobe  
Modellans~itze verwendet ,  die m a n c h m a l  qual i ta t iv  nicht  mit  den Resul ta ten  der  
a priori-Rechnungen t ibere ins t immen (z. B. das Mode l l  der  Paa rpo ten t i a l e  ftir 
A t o m  + zweia tomiges  Molekti l) .  Die  Lage ist noch unbefr iedigender ,  wenn ent- 
ar te te  Molekt i lzus t f inde vorl iegen,  so dab  bei der  Ann~iherung der  Molekf i le  
aus e inem Energ iezus tand  mehre re  Potentialfl~ichen entstehen.  

Das  al lgemeine P rob l em vereinfacht  sich etwas, wenn man  sich auf so groBe 
Molekti lzust~inde beschr~inkt, dab  die Molek t i lwechse lwi rkung  kleiner  ist als die 
e lekt ronische Anregungsenerg ie  der  isol ier ten Molekt i le .  Diese Einschr~inkung 
e r laubt  j edoch  noch,  die Prozesse der  U m w a n d l u n g  von Ro ta t ions -  und Schwin- 
gungsenergie  in Trans la t ionsenerg ie  zu be t rach ten  oder  Quas i resonanz t ibe r -  
t ragung  von Elekt ronenenergie .  Ein gleichart iges Herangehen  an die Berechnung 
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der Wechselwirkung zweier Atome wurde von uns [2] formuliert und durch eine 
asymptotische Methode zur Berechnung der Austauschintegrale erg~inzt [3-6]; 
es erlaubt die niiherungsweise Berechnung der Beitriige der ersten und zweiten 
st6rungstheoretischen Ordnung, und damit die Bestimmung der relativen Lage 
der Elektronenterme zweiatomiger Molekiile bei grol3en Kernabst~inden. DaB 
die asymptotische Methode der Termberechnung fiir das Ha-Molektil in einem 
weiten Bereich brauchbar ist, ist wohlbekannt, s. z. B. [5]. Kiirzlich gelang der 
Vergleich der asymptotischen Methode mit Resultaten yon a priori-Rechnungen 
fiir die Termsysteme, die bei der Ann~iherung yon Li* (1 sZ2p) und Li(1 s22s) sowie 
von O( ls2 2s2 2p 4) und O( ls2 2s2 2p 4) entstehen [7]. 

Die befriedigende Genauigkeit des asymptotischen Verfahrens in diesen Fallen, 
sowie die Ergebnisse ftir den Querschnitt von Intramultiplettaustausch bei Atom- 
stiSBen [8-12], die mit der asymptotischen Absch~itzung der Austauschwechsel- 
wirkung erhalten wurden, veranlal3ten uns, das angegebene Verfahren fiir die 
Termberechnung des Systems Atom/zweiatomiges Molek(il zu verallgemeinern. 
Da die Klassifizierung der Zust~inde nach Symmetrierassen in dieser Methode 
wesentlich ist, haben wit uns auf Molekiile mit gleichen Kernen beschrgnkt. 

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Zuerst wird die Aufgabe allgemein for- 
muliert und das Symmetrieverhalten des antimetrierten Produkts der Wellen- 
funktionen von freiem Atom und Molekiil untersucht. Dann wird ein effektiver 
Hamiltonoperator der Wechselwirkung bei grogen Abst~inden in einer beschr~ink- 
ten Funktionsbasis aufgebaut und das Einzentrenmodell des homodinuklearen 
Molekfils diskutiert. Im n~ichsten Abschnitt wird der Beitrag der Spin-Bahn-, 
Quadrupol-Quadrupol-, Dispersions- und Austauschwechselwirkung zu den 
Energiematrixelementen behandelt. Wir verwenden atomare Einheiten: 
e = h = m = l .  

2. Formulierung der Aufgabe 

Wir betrachten nach dem StoB ein Atom und ein Molektil, die bis zum StoB 
durch Wellenfunktionen Ik2)b bzw. tkl)a beschrieben werden, wok z und k I S~itze 
von Quantenzahlen sind. Uns interessiert die Wahrscheinlichkeit daftir, dab nach 
dem StoB Molekiil und Atom in Zust~inde mit den Quantenzahlen k~' und k~ 
tibergehen. Wenn die Resonanzdefekte A ~ bei den uns interessierenden Prozessen 
und die Energien der Relativbewegung et .... viel kleiner sind als die charakteri- 
stische Energie der Elektronenanregung im isolierten Atom und Molekiil (z. B. 
die Termaufspaltung in Atomen mit einem Elektron, meist von einigen eV), dann 
werden die Uberg~inge gewtihnlich bei grogen Molekiilabst~inden geschehen, wo 
e w ~-Ae (~w ist die Wechselwirkungsenergie zwischen Atom und Molektil). In 
diesem Fall kann man hoffen, dab Linearkombinationen der Form AIk 1). ]ka)b 
befriedigende Niiherungen fiir die adiabatischen Wellenfunktionen von Atom und 
Molekiil in Wechselwirkung bei den ftir uns wesentlichen Abst/inden sind. 
]kl) a und Ika) b sind die Wellenfunktionen des isolierten Molektils bzw. Atoms, 
die zur Gruppe der Molektil- bzw. Atomzustiinde geh6ren, zwischen denen die zu 
untersuchenden Obergiinge geschehen 1; wo n~ und n b die Elektronenzahlen von 
Molektil und Atom sind, P der Permutationsoperator fiir die Elektronen und 
6p = 1 ftir gerade, = - 1 flit ungerade Permutation. 

i ~ = [(n, + nb)!/n a ! n b !] - 1/2 ~ 6ep. 
P 
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Diese N~iherung ist eine direkte Verallgemeinerung des Heitler-Rumer- 
Verfahrens [13] zur Berechnung der Wechselwirkung zweier kugelsymmetrischer 
Molekiile unter der Voraussetzung, daB die intramolekularen Elektronenkorrela- 
tionsenergien viel gr6Ber sind als die Wechselwirkung zwischen den Molekiilen. 

Die Bestimmung der Wechselwirkung ftir den Fall, dab zur oben angegebenen 
Gruppe eine groBe Zahl von Zust~inden des getrennten Atoms und Molekiils 
geh6ren, geschieht in zwei Teilen. 

Zuerst miissen zur Vereinfachung der S~ikulargleichungen und der Term- 
identifizierung aus den antimetrischen Produkten der Atom- und Molekiil- 
wellenfunktionen Linearkombinationen gebildet werden, die zu irreduziblen 
Darstellungen der Symmetriegruppe des Gesamt-Hamiltonoperators geh/fren. 
Dann ist ein Verfahren zur Berechnung der Matrixelemente des Hamilton- 
operators mit diesen Funktionen auszuarbeiten. 

3. Die Wellenfunktion des Systems Atom + Molekiil an zwei gleichen Atomen 

Bei Vernachl~issigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung ist das direkte Produkt 
E = P • R s x G, wo P die Permutationsgruppe aller Elektronen ist, R s die Dreh- 
gruppe im Spinraum und G die Symmetriegruppe des Systems im Ortsraum. 
Die Hinzunahme der Spin-Bahn-Wechselwirkung reduziert die Symmetrie auf 
die Gruppe E, die das direkte Produkt yon P mit G ist, wobei die Operationen 
aus G gleichzeitig auf die Spin- und Ortsvariablen wirken. 

Im allgemeinen Fall ist die Punktgruppe des dreiatomigen Systems C s und 
enth/ilt die identische Operation und die Spiegelung in der Ebene tier drei Atome. 
Die entsprechende adiabatische Quantenzahl beim Fehlen yon Kramers-Entartung 
ist der Charakter der Spiegelung der Gesamtelektronenwellenfunktion an dieser 
Ebene. Speziell k/~nnen einen wesentlichen Beitrag zur Wahrscheinlichkeit nicht- 
elastischer Uberg/inge Konfigurationen beitragen, deren Symmetrie nahe bei 
C2v (gleichsehenkliges Dreieck) oder C~v (linear) liegt. Die adiabatischen Quanten- 
zahlen (irreduzible Darstellungen und Charaktere) flit die Symmetrien Cs und Czv 
sind in Tab. 1 angegeben, mit folgender Bezeichnung der Symmetrieoperationen: 
av, Spiegelung an der Atomebene, C2, Rotation um 7~ um die Achse, die in dieser 
Ebene dureh den Schwerpunkt geht, cry,, Spiegelung an der Ebene, die diese Achse 
enth~ilt und senkrecht zu av steht. 

Bei groBen Abst~inden Atom-Molektil ist, wie weiter unten gezeigt wird, der 
Hamiltonoperator n~iherungsweise (wit nennen ihn axial) diagonal zur Quanten- 
zahl M L- der Projektion des Atombahnmoments auf die Achse, die den Schwer- 
punkt des Molekfils mit dem Atom verbindet. Diese N/iherungssymmetrie erlaubt 
die Einfiihrung einer for weitere Anwendungen bequemen Klassifizierung der 
Terme des dreiatomigen Systems ftir groBe Atom-Molektil-Abst/inde. 

Im folgenden nehmen wir an, dab die Spin-Bahn-Wechselwirkung im Atom 
und Molekiil stets viel kleiner ist als die Wechselwirkung zwischen ihnen; wit 
konstruieren eine Basis, analog ,,a'" in [2]. Die Wellenfunktion des isolierten 
Molekiils bezeichnen wir mit ]F.4S1Msl~, wo F eine irreduzible Darstellung der 
Gruppe Dooh des Molektils aus zwei gleichen Atomen ist (Awl bei A = [A[ ~0,  
Z~l bei A = 0, wo wl die Parit~tt, o- der Charakter einer Spiegelung l~ings der 
Molekiilachse ist~ s. [-2]), /1 die Projektion des Molektilbahndrehimpulses auf 
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Tabelle 1. Adiabatische Quantenzahlen (irreduzible Darstellungen und Charaktere) bei dreiatomigen 
Systemen. Bei linearer Anordnung ist die adiabatische Klassifizierung die des Molekfils mit zwei 

verschiedenen Atomen (s. z. B. [2]) 

Gruppe C2. 

Eincleutige Darstellungen E C 2 a~ ~r~, 

A1 1 1 1 1 
B 1 1 --1 1 --1 
A 2 1 1 - 1  - 1  
B 2 1 - 1  - 1  1 

Doppeldarstellungen E Q C2, C 2 Q a., a~ Q %, a., Q 

o o o 

Gruppe C. 

Eindeutige Darstellungen E a~ 

A' 1 1 
A" 1 - 1  

Doppeldarstellungen E Q ~rv, ~r v Q 

E"[~I 2 - 2  0 \Is/ 

seine Achse, S~ die Gesamtspinquantenzahl des Molekiils, Ms1 ihre Projektion auf 
den Radiusvektor R vom Molekiilschwerpunkt zum Atom. Die Atomwellen- 
funktion wird mit [ S z L w z T M s 2 M L )  bezeichnet, wo $2 und L die Quantenzahlen 
des Gesamtspins und Bahndrehimpulses sind, Ms2 und ML ihre Projektionen auf 
R, w2 die Parit/it, 7 eine zus~itzliche Quantenzahl. 

Da die Elemente der Gruppen P, Rs und G kommutieren, k6nnen sie einzeln 
angewandt werden. Das Verhalten gegen die Gruppe P ist schon bestimmt, da 
wit antimetrische Produkte nehmen. Das Verhalten gegen die Gruppe R s folgt 
einfach aus dem Zusammensetzen der Spinmomente von Atom und Molekiil, die 
in unserem Fall bestimmte Werte haben. Eine Funktion ]SMsMLFflL ) mit 
Eigenwerten des Gesamtspins S und seiner R-Projektion M s ist also 

,SMsMLFAL)=A ~ [ $1 $2 S ),FASIMsl) xlS2Lw27Ms2ML). (1) 
M~.Ms~ Ms1Ms~ Ms 

IS1 '2 S I isteinClebsch-Gordan-Koeffizient. 
M~I M~2 M~ 

Infolge der Diagonaligit der Wechselwirkung beztiglich der Quantenzahlen M L 
und der Invarianz des ganzen Systems gegen Spiegelung an der Atomebene kom- 
binieren die Linearkombinationen (fiir A # 0) 

[SMsMLAwIL+- ) = l~([SMsMLAwI2L ) ++_ [SMsMLAw I -AL))  (2) 
g 

in der Axialn~iherung nicht miteinander. Somit haben wir in dieser N/iherung zwei 
Funktionens~itze, deren jeder nach der Gruppe C~o~ zu klassifizieren ist; das 
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rechtfertigt den Namen der N~iherung. Ist das Molekfil in einem N~l-Zustand, 
kann die Funktion [S M s NIL I~,, L)  selbst nach dieser Gruppe klassifiziert werden. 

Zur Berechnung der Abweichung v o n d e r  Axialn~iherung muB man den Zu- 
sammenhang der eingeffihrten Linearkombinationen mit den Basisfunktionen 
der wahren Symmetriegruppe des dreiatomigen Systems bestimmen. Fiir Czv 
und C~ ergeben sich bei A r 0 die Basisfunktionen: 

1 L [ S M s M L A w L A + ) =  ~-~(ISMsMLAw~ +)+_ [SMs-MLAw, L + ) )  (3) 

ISMsMLAw, LB++_)= ~ ( [ S M s M L A ~ L - ) +  ISMs--MLA~,L--)) .  (4) 

Bei A = 0 haben folgende Funktionen das riehtige Symmetrieverhalten gegen diese 
Gruppen: 

I ~ 1 2; ~ [SMsML w , L + ) =  -[~([SMsML ~ L ) +  ISMs-MLZ~,L)) .  (5) 

Die Charaktere der Funktionen (3)-(5) zu den verschiedenen Operationen der 
Gruppen C~ und C2~ sind in Tab. 2 angegeben. Dabei wird vorausgesetzt, dab die 
Wellenfunktionen des zweiatomigen Molekfils so festgelegt sind, dab 

O~[A~,I,,tS1 Ms) = IAw~ - AS1Ms~) . 

Bei Einschlug der Spin-Bahn-Wechselwirkung wirken die Symmetrieoperationen 
der Gruppen C~ und C2~ auch auf die Spinvariablen. Bei halbzahligem Spin 
treten Doppeldarstellungen der Gruppen C2~ und C~ auf, und die Funktionen 
(3)(5) sind schon Basisfunktionen dieser Doppeldarstellungen. Bei ganzzahligem 
Spin gehen bei den Operationen aus Czv und C~ die Funktionen 

1 
IS +_ N)  = - ~  (ISMsN) +_ IS - MsN)) (6) 

in sich fiber, wo [SMsN) eine der Funktionen (3)-(5) ist. Die Charaktere Z_+ der 
Funktionen (6) beziiglich Symmetrietransformationen ergeben sich aus den 
Charakteren )~N der Funktionen (3)-(5) wie folgt, 

)~_+(Cz)= ( -  1)~t~ xN(C2); Z+_(a~)= + (-- 1)s- M~)~N(a.); Z• = _+(-- 1)S)~N(a;). (7) 

Fiir die lineare Atomanordnung werden die richtigen Linearkombinationen mit 
und ohne Spin-Bahn-Weehselwirkung aus den Funktionen I SMs MLFAL) analog 

Tabelle 2. Charaktere der Transformationen der Wellenfunktionen (3)-(5) 

ISMsML A~, LA + ) 
ISMsML A,~, LA - )  
ISMsMLA~,,LB+ ) 
ISM~MLA~ LB-)  
[SMsMLI~I L + ) 
ISMsML SL L-- ) 

wl(- 1) ML w2(- 1) z-~tL WlW2(- 1) L+A 

wl(- 1) ML -w2(- 1) L-ML -wlw2(- 1) L+a 

Wl(-- 1) ML --W2(-- 1) L-ML WIW2 (-  1) L+a 

wl(- 1) ML w2(- 1) L-~L -wlw2(- 1) L+A 

trw 1 (-  1) uL aw2(- 1) L-M~ w 1 w2(- 1) L 
o'wx(-- 1) ML -~rw2(- 1) L-~tL _ w a w2(- 1) L 

C2 % % 
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dem in [2] untersuchten Molektil aus 2 verschiedenen Atomen konstruiert; 
wir werden darauf nicht welter eingehen. 

4. Wechselwirkungsmatrix f'dr grofle Abstiinde Atom-Molekiil 

Ableitun9 des effektiven Hamiltonoperators 
Weiter oben wurde eine verallgemeinerte Heitler-Rumer-Nfiherung ein- 

gcftihrt, in der angenommen wird, dab man beim Berechnen der Potentialfl~ichen 
bei Abst~nden, fiir die bei langsamen St6gen inelastische 0berg~nge mit einem 
kleinen Resonanzdefekt verlaufen, den Basissatz auf Zust~inde der offenen Kan~ile 
beschr~inken kann (weiter unten werden wir das den Satz 0 nennen) Diese An- 
nahme ist so zu verstehen, daft man einen effektiven Hamiltonoperator H~ff 
bestimmen kann, so dab die ganze Energie des Systems bei den uns interessieren- 
den Abst~inden sich aus der Sgkulargleichung ergibt: 

det @1 k2 [1Oeff - -  E[kll kr2) = 0 ,  

wo Ikl k2) = [kl)a[k2)b eine Funktion des Satzes O ist. 
Hef f beriicksichtigt den EinfluB der Antimetrierung und schlieBt den Beitrag 

yon Zust~inden ein, die im Satz O nicht enthalten sind. Der Aufbau von /~eff ist 
analog der Ableitung des Spin-Hamilton-Operators in der Theorie des Ferro- 
magnetismus mit direktem Austausch. Wir konstruieren/~r fiir den allgemeinen 
Fall der Wechselwirkung zwischen zwei Molektilen a und b mit vielen Elektronen 
gem~il3 dem Gedanken yon Herring [14, 15] ([15] entNilt eine Bibliographie zur 
Ableitung des Spin-Hamilton-Operators). In nullter N/iherung wird angenommen, 
dab die Spin-Bahn-Wechselwirkung fehlt. Das erlaubt die Einfiihrung yon 
Quantenzahlen $1, Ms~, $2, Ms2 ftir die Gesamtspins der Molektile a und b und 
ihre Projektionen auf die intermolekulare Achse, und die Bestimmung der 
Funktionen 

[ $ 1 S 2  S ] 
ISMsS~kIS2k2)= ~ Ms~ Ms2 Ms IS~k~Ms')"[S2k2Ms2)b' (8) 

M S  a MS2 

die zu Werten S des Gesamtspins und M s der Projektionen geh6ren (k s und k 2 
bedeuten die Sgtze aller tibrigen Quantenzahlen der Molektile a und b). 

Betrachten wit zwei hypothetische wechselwirkende Molektile a und b, deren 
zu einem Molekiil geh6rende Elektronen 1~... n~ bzw. lb... n b ununterscheidbar 
sin~ aber intermolekular unterscheidbar. Der Hamiltonoperator dieses Systems 
ist H =/-)a +/~b + #ab, WO /~, und /~b die nichtrelativistischen H-Operatoren der 
Molektile a und b in adiabatischer N/iherung sind und von den Elektronen- 
koordinaten la...n a bzw. lb.. .n b abh~ingen; l)ab ist der Operator der inter- 
molekularen elektrostatischen Wechselwirkung. Herring gab in [14] gewichtige 
Argumente daffir an, dab man aus den exakten Wellenfunktionen [~)  dieses 
hypothetischen Systems Linearkombinationen [SM s SI k 1 Sz kz e) bilden kann, 
die folgende Eigenschaften haben: 

1. Sie entsprechen der Lokalisierung der Elektronen la...n~ am Molektil 
a, lb... n b am Molektil b und sind antimetrisch fiir jedes Molektil; 

2. Ftir [ri~ b [~  ~ ,  wo [rl, b I der Abstand des Elektrons i~ b yon seinem Molekiil 
ist, wird ][SATIsS~ kl S 2 k z e)[ ;L e-~,,b I-,.,~ I mi t a~,b = 2[/~,,b u'nd Ia,b ~-~ Ionisierungs- 
energie des Molekffls a bzw. b; 
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3. Sie haben Symmetrieeigenschaften ganz analog den Funktionen 
[SMsS1 kl $2 k2) ; 

4. Bei Molektilabstiinden R-~ oo geht ]SMs $1 kl $2 k 2 e)  --* ISM s S 1 k t S 2 k2). 

Die antimetrierten Funktionen A I S M s S l k t S E k E e )  beschreiben erlaubte 
physikalische Zust~inde; ~ und die exakte Gleichung fiir Systemterme, die zu be- 
stimmten Werten des Gesamtspins und bei R-~ Go in Terme des Satzes O iiber- 
gehen, wird 

det ( S M s St k~ S 2 k 2 e l[-I - E I A S M  s S] k[ S~ k~ e) = 0. (9) 

Zur LSsung der G1. (9) braucht man erstens ein N~iherungsverfahren t'fir die Funk- 
tionen I SMsS  1 k 1 S2k2e) ,  zweitens die in (9) auftretenden Matrixelemente mit 
diesen N~iherungsfunktionen. Bei ziemlich groBen Molekiilabst~inden sind die 
Funktionen [SMsS 1 klS2k2) eine gute Niiherung t'fir [ S M s S l k l S 2 k 2 e ) .  Aber 
diese der Heitler-London-N~iherung fiir H2-Molekfil analoge N~iherung ist 
unbefriedigend, weil sie die Verzerrung der Wellenfunktionen durch die Korrela- 
tion der Etektronen der verschiedenen Molektile nicht befiicksichtigt. Diesen 
Verzerrungen entsprechen jedoch sffirungstheoretisch Energieglieder hSherer 
Ordnung, die bei groBem R yon gleicher Gffigenordnung sind wie der Beitrag 
erster Ordnung, und erstens die Dispersionswechselwirkung und zweitens den 
richtigen asymptotischen Verlauf der Austauschwechselwirkung bedingen [3, 14]. 
W~ihrend bei der Berechnung der Dispersionswechselwirkung die Verzerrung der 
Wellenfunktionen der Molekiile a und b in den Bereichen wesentlich ist, wo sie 
groB sind, so ist zur Bestimmung der Austauschwechselwirkung der Einflug der 
Elektronenkorrelation in den exponentiellen ,,Schw~inzen" der Funktionen der 
Einzelmolekiile im intermolekularen Bereich wichtig. Dieser Umstand erlaubt 
im folgenden die wichtige Annahme, dab der Korrelationseffekt der Austausch- 
wechselwirkung unabhiingig yon der Dispersionswechselwirkung berechnet wer- 
den kann (wit werden diese Annahme 4 a nennen). AuBerdem f'fihren wir Annahme 
4b ein, wonach bei den betrachteten Abst~inden Glieder der Ordnung ew, ., k 2 
vernachl~issigbar sind, w o k  das Uberlappungsintegral yon an verschiedenen 
Molekiilen lokalisierten Orbitalen ist. Diese Annahme umfagt die weitere, dab 
man yon / [  bei groBen Abstiinden nut die Elektronenpermutation in den Mole- 
ktilen und einzelne Permutationen zwischen den Molekiilen braucht; augerdem 
kann die Nichtorthogonalit~it bei der Normierung der Wellenfunktionen ver- 
nachlSssigt werden. 

Mit 4a und 4b und Beschr~inkung auf St6rung zweiter Ordnung ftir die 
Coulomb-Wechselwirkung kann man die Matrixelemente zu (9) schreiben 

(SMsSlktS2k2112Ia-t-fflb + l/ab + Vab2 + l/Aust--EISMsS'lk'lS'2k'2). (10) 

Hier ist 17".b 2 der Operator der Coulomb-Wechselwirkung bis zur zweiten Ord- 
nung, der welter unten bestimmt wird, und 

( S MsS~ k I S 2 k 2 I VAu~tlSMsS'~ k'~ S'2 k'2) 
(11) 

= - n~nb ( S MsSl  ka S2 k2 e[(I2I - E) P~la lb P~. ~ [S MsS'~ k'~ S'z k'z e) , 

wo W der Spinaustauschoperator ist und P~a lb der Operator fiir die Orts- la Ib 
koordinaten der Elektronen la  und lb  ist. Fiir (11) wurde die Eigenschaft 1 der 



128 E.E.  Niki t in u. S. Ja. Umanski j :  

Funktionen ISMsS 1 k 1 S2k2e) benutzt. Nach [15] und bei VernachlSssigung von 
Gliedern der Ordnung Sww , k 2 entsprechend 4b, erhiilt man ffir die Matrix- 
elemente I~Aust bequeme berechenbare Ausdrficke mit Oberlappungsintegralen, 
die nicht mehr yon E abh/ingen: 

( S Ms $1 kl S 2 k2 [ VAust I SMs S 1 k 1 S'2 k'2) = daNb 
2 

.f[ITISS1S2e* [7 t7 p z  I[JSS'IS~e IvSS'IS~ze. 
X O. ~ MsRlk2  3(na +,b),, P1. lb 1. lb x Msk'lk~z "~- .t Msk'lk'2 V3(na+nb)n (12) 

~* pz ,  ~JSS1S2e*~ X P l a l b  lalb Msklk2J--([P~*lb Pf*lu ~ S S 1 S 2 e q  17 I l lSSlS~e �9 Msk l k2d  v 3(na +nb)n ~t M s k l k 2  

a IIISS'IS~e - I  IIISS1S2e ~1 
+ [P1, lb Pf. lu " M s k ~ k ~ d  V 3 ( n a + n b ) n  �9 M s k l k 2 1 1  �9 

In Formel (12) steht die Integration fiber Spin- und Ortsvariable und die Bezeich- 
SSIS2e . . . .  nung T~@k,k~ ffir die Funktmn [SM s S 1 k 1 $2 k2 e). 

Die Uberlappung Z wird durch zl,  = Zlb bestimmt (s. Fig. 1), wenn anfangs 
die Koordinatensysteme mitten zwischen den Molekfilzentren a u n d  b liegen und 
die z-Achse l~ings des Basisvektors R zwischen diesen Zentren liegt. V3(,, +,u), ist der 
3(n a + nb)-fache Gradient in der Normalen zur fJberlappung S. 

Die Spinbahnkopplung ist unter der Annahme nach [16, 17] leicht mit- 
zunehmen, dab sie sich vonder  in den freien Molekfilen nur wenig unterscheidet, 
d. h. V~.o. = I9 .... + 19~.o.b, WO 19 .... und l?s.o, b die Operatoren der Spin-Bahn- 
Wechselwirkung in den isolierten Molekfilen a u n d  b sind. AuBerdem folgt aus 
Annahme 4 b, dab die Glieder V~.o.k 2 wegfallen, so dab bei den uns interessierenden 
Absfiinden die Spin-Bahn-Wechselwirkungsenergie meist von gleicher Gr66en- 
ordnung wie die intermolekulare Wechselwirkungsenergie ist. 

Somit haben wir den folgenden Ausdruck ffir/4~ff: 

/~eff = /~a "q-/~b "{- Vs . . . .  --}- ~rs.o. b --t- Vab -I- Vab2 -~- FAust , (13) 

wobei die Bedeutung der verschiedenen Glieder aus den Formeln (10) bis (12) folgt. 
Im konkreten Fall der Kopplung eines Atoms mit einem Molekfil aus zwei 

gleichen Atomen berechnet man die Matrixelemente Her f bequem in einem 
Koordinatensystem kl, dessen zt-Achse liings R liegt, die yj-Achse senkrecht auf 
der Ebene QR, wo # der Radiusvektor zwischen den Atomen im Molekfil ist. 

i l 

Y 

Zlb 

~Zla 

Fig. 1 
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Fig. 2 

Andererseits werden die Matrixelemente verschiedener auf das Molekiil 
bezogener Operatoren, wie der Operator des Quadrupolmoments, des Spins, usw. 
im Koordinatensystem k 2 berechnet, dessen z2-Achse in der Molektilachse liegt. 
k 2 erhNt man aus k 1 durch Drehen um den Winkel/~ zwischen R und Q um die 
y:Achse (s. Fig. 2). Die entsprechenden Drehmatrizen zur Beschreibung der 
Transformation der Wellenfunktionen mit bestimmtem Drehimpuls j 

D~,,n(,8) = ( /m ' le  -i  j y~ I/m) 

werden z. B. im Buch yon Edmonds [18] angegeben. 
Die Matrix des in/~eff enthaltenen Operators (/q~ +/tb) ist im Funktionen- 

satz O diagonal; ihre Diagonalelemente sind die Summe der Energien von iso- 
liertem Atom und Molekiil, die man dem Experiment entnehmen kann. Doch zur 
Berechnung der Matrixelemente des Wechselwirkungsanteils yon /qeff braucht 
man explizite Ausdrticke fiir die Wellenfunktionen des freien Atoms und Mole- 
ktils. Wir werden aus einfachen Modellen fiir das Vielelektronenatom und 
homodiatomare Molekiil Ausdriicke fiir verschiedene Matrixelemente herleiten. 

Atomare und molekulare Wellenfunktionen 

Wir interessieren uns ftir Atom-Molekiil-Wechselwirkungen bei Abst~inden, 
die wesentlich gr/SBer sind als ihre gaskinetischen Dimensionen. Bei diesen Ab- 
st~inden kommt der Hauptanteil der Wechselwirkungsenergie yon den obersten 
Valenzelektronenschalen. Deshalb werden wir nur die Koordinaten der Valenz- 
elektronen in die Wellenfunktionen yon freiem Atom und Molektil einftihren; 
die Elektronen der inneren Schalen ergeben ftir sie ein effektives Feld, das un- 
abh~ingig yon der Atom-Molekiil-Kopplung ist. Wir bemerken, daB die Wechsel- 
wirkung der Elektronen der inneren abgeschlossenen Schalen yon Atom und 
Molekiil keinen grogen EinfluB auf die Wahrscheinlichkeit nichtelastischer Pro- 
zesse hat, die bei groBen Abst~inden ablaufen; so hat man h~iufig eine hohe Sym- 
metrie und erNilt ein additives Glied zu allen Termen, die aus Satz O entstehen, 
ohne Termaufspaltungen. Die Wellenfunktionen der Valenzschalen n~ihern wir 
durch Linearkombinationen yon Determinanten aus Einelektronenspinbahn- 
funktionen an, die zu einer Konfiguration geh6ren. 
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Das Atommodell und die entsprechenden gen~iherten Wellenfunktionen fiJr 
unsere Rechnungen sind ausfiihrlich in [2] behandelt. Ftir ein Atom mit p-Valenz- 
schale, das wir in dieser Arbeit betrachten werden, sind die Wellenfunktionen 

,S2LpnMs2ML)= ~ ~s2 rvs,L, ~, ~ IS' 1/2 $2 ] 
S'L' Ms,ms ML,m MS' l'nS Ms2 (14) 

[L' 1 L ][S,L,p,-~Ms.ML.) ~ t/2 q'~m(rO Zm~ (09. X ML, m M L 

Hier ist n die Zahl der Valenzelektronen, GSs:~, sind in [19, 20] tabellierte Koeffi- 
zienten, IS'Ep"- 1 Ms, Mr,,) antimetrische Wellenfunktionen zur Konfiguration 
pn- 1 

toL ~O~m(rl)- Y2(01, (01) ~o~'(rl) 

ist das Atomorbital des ersten Elektrons, (]~ (01, ~01) ist eine Kugelfunktion, n die 
Hauptquantenzahl), Z~2 (o-1) ist die Spinfunktion des ersten Elektrons. Die Summe 
in (14) l~iuft fiber alle Terme der Konfiguration p~-i. Bei r ~  oo hat die radiale 

1 

Wellenfunktion ~0~(rl) die Asymptote Ar-~ -1 e -~', w o c t =  V ~  mit der Ioni- 
sierungsenergie I. 

Wit gehen jetzt genauer auf die Wellenfunktionen des homodiatomaren 
Molekiils in Born-Oppenheimer-N~iherung ein. In dieser N~herung h~ingen alle 
Eigenschaften des MolekiJls: Gesamtelektronenenergie, Multipolmomente, verti- 
kale Ionisierungsenergie I b 2 parametrisch vom Kernabstand Q ab. 

Die 0-Abh~ingigkeit yon Multipolmomenten und I b ist sehr interessant fiir die 
Berechnung yon Elektronenschwingungsfiberg~ingen bei Atom-MolekiJl-StSgen 
[21-1. Wir werden diese Abh~ingigkeit hier nicht untersuchen. 

Wir nehmen an, dab im homodiatomaren Molekiil das ~ugere Elektron sich 
im selbstkonsistenten Hartree-Fock-Feld der iibrigen Elektronen und der Kerne 
bewegt, das die Symmetrie D~h hat und yon der Wechselwirkung mit dem ent- 
fernten Atom nicht ver~indert wird. Die Einelektronenzust~inde werden nach 
,,a" yon Hund [23 klassifiziert. 

Die EinelektronenmolekiJtorbitale q~]~(r), wo 7 der Satz yon Quantenzahlen 
des Einelektronenzustands, 2 die Projektion des Bahnmoments auf die Molekiil- 
achse, ~ -  l ~ b  ist, werden h~iufig aus dem Matrixverfahren yon Hartree-Fock 
erhalten, wobei g0ff(r) sich als Linearkombination einiger Basisfunktionen ergibt. 
Im einfachsten Fall wird (plY(r) als Linearkombination eines beschr~inkten 
Satzes von Atomorbitalen dargestellt (MO-LCAO-Methode); bei einer kleinen 
Zahl von Atomorbitalen ergeben sich die Koeffizienten oft eindeutig aus der 
Symmetrie. 

Wir fiJhren ein Koordinatensystem mit Ursprung genau zwischen den Kernen 
auf der MolekiJlachse z ein und entsprechende Kugelkoordinaten r, ~, q~. Das 
Potential V(r), in dem sich das Valenzelektron bewegt, kann nach Legendre- 
Polynomen Pk (COS O) entwickelt werden: 

V(r)= ~ l~(r)Pk(cosO ). 05) 
k=0 

e Die vertikale Ionisierungsenergie I b ist die Differenz der Elektronenenergien yon Molekiil und 

Ion bei festem ~. 
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Wegen der Inversionsinvarianz des Systems fallen in (15) alle Glieder mit un- 
geradem k weg. Wegen der hohen Symmetrie des untersuchten Systems spielt 
in der Summe (15) das kugelsymmetrische Glied Vo(r) die Hauptrolle. Daher kann 
man hoffen, dab bei der Entwicklung yon q)~(r) nach Kugelfunktionen 

q~;~(r) = ~ cp~(r) YI(O, q~) (16) 
t=lil  

das erste nichtverschwindende Glied den Hauptbeitrag liefert. Dieser Umstand 
wird bei Rechnungen an zweiatomigen Molekiilen viel benutzt, die auf der Niihe- 
rung des ,,vereinigten" Atoms ruben [22]�9 Die Reinheit der Quantenzahl l =  O 
bei nsa-Termen des H2-Molektils wurde yon Chen [23] griindlich untersucht. 
Er fand, dab der Anteil von Funktionen mit anderen /-Werten bei 0 < 3 a.E. 
einige Prozent nicht iibersteigt. Ffir r ~  oo folgt aus genauen Rechnungen yon 
Bates et al. [24], dab man fiir Terme anderer Typen die gleiche Situation hat. 
Nach dem Obengesagten und unter Beachtung der Grobheit anderer N~iherungen 
in dieser Arbeit halten wires fur zweckm~iBig, uns im Ausdruck (16) auf das erste 
nichtverschwindende Glied zu beschr~inken, das qualitativ die richtige Winkel- 
verteilung der Elektronendichte liefert. 

Wenn wir analog zum Atom (s. [2]) annehmen, dab fiir r 1 ~ oo die Augen- 
elektronen des Molektils durch eine Wellenfunktion des Grundzustands des ent- 
sprechenden Ions beschrieben werden und im Molektilinneren die Hartree-Fock- 
N~iherung benutzt wird, wird die Asymptote q0~(rl) ftir t" 1 ~ oo 

1 
- - - - 1  

c p ~ ( r l ) r , o  oo --~ A~(01,  Cpl ) r~ e - ~ '  . (17) 

In der in dieser Arbeit benutzten EinzentrenNiherung ist 

A[(01, (]21): A YI(01, cp,), (18) 

wo I das erste nichtverschwindende Glied in der Entwicklung (16) bezeichnet. 
Die Konstante A bestimmt man durch Zusammensetzen der Funktion (17) mit 
dem Hartree-Fock-Orbital oder einem Niiherungsausdruck dafiir an der Molekfil- 
grenze. 

Sind in der h6chsten Molekiilschale mehrere Elektronen (bis zu 2 in o- w-+ 
Schalen, bis zu 4 in 2~), so gibt man die antimetrische Wellenfunktion bequem, 
wie bei den Atomen, so an, dab die Koordinaten des ersten Elektrons abgetrennt 
werden. Das ergibt eine zu (14) analoge Formel 

n IFASMs(2~) >= Z GSfr ' Z 2 
~,r, M.,,.. ~,x Ms,, m. Ms 

(19) 
IF' 2w FI , ~ ,  , n 2 w e  . 1 / 2 l  O. ", x .~, i zil IFASMs'(2w)-I)(pJ" (rl))~,~st 1), 

wo ]F'ffl'S'Ms,(2w) "-1> antimetrische Wellenfunktionen zur Konfiguration 
�9 ~y2 die Spin-Bahn-Molekiilfunktion des ersten Elektrons ist, (2w)'-, sind, q ) ~  ,~m~ 

<l --, Clebsch-Gordon-Koeffizienten der Gruppe Dooh und GSfr , genealogische 
Zl] 
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Tabelle 3. Genealogische Koeffizienten GsSrr ,fiir die Konfigurationen (2~) 2 und (2~) a 

A~ (2~, F ~  (2w)2 a(22)g 

1 1 1 1 

1 

Koeffizienten sind. Die Clebsch-Gordon-Koeffizienten erhiilt man bekanntlich 
[25] aus der Gleichung 

rrX>= E & 
AtA2 

wo IF/ i )  Basisfunktionen der irreduziblen Darstellungen sind, in die das direkte 
Produkt der Darstellungen F 1 und F 2 mit den Basisfunktionen [FtAI)  und 
IF2/iz) zerf~illt. Die Funktionen IF/ i )  kann man nach folgenden offensichtlichen 
Regeln fiir das direkte Produkt erhalten: 

1. 1"1 = Aawl, F2 = A2w~, AI > A2 > 0. Das direkte Produkt zerf~illt in zwei 
nichtverschwindende Darstellungen: F+ =(A 1 +A2)wl.w 2 mit Basisfunktionen 
IF+ zi) = [/'t 4 ) "  I/'2 4 2 ) 8z[,z[1 + A~2 und F_ = (A1 - A 2)w~. w~ mit Basisfunktionen 
[/'_ zi)  -- Irx A x).  IF2 A2) 6~,~ +A~. 

2. /'! = A ~ , F  2 = A w~,A > 0. Das direkte Produkt zerNllt in drei nicht- 
verschwindende Darstellungen: (2A),~.~ mit Basisfunktionen 

[(2A)~,.~Ji) = [/ '1/il)]F2/i2) (~A,A~+A2 ; 

2;~1. ~ mit Basisfunktionen 

+ 1 
127~5, .~2) = ~ - ( 1  + 6;)[F~/ia)lF2/i2) 6~i~;_&, 

wo 8~ der Operator der Spiegelungen an einer die Molektilachse enthaltenden 
Ebene ist. 

3. F 1 = X~,  F 2 beliebig. Das direkte Produkt liefert eine nichtverschwindende 
Darstellung, und die entsprechenden Basisfunktionen sind [X~)I/2,2 A2). 

Die genealogischen Koeffizienten GSfr, ftir die Konfigurationen (2w)" k6nnen 
leicht nach [19] berechnet werden und sind in Tab. 3 angegeben. 

Wir gehen nun zur Berechnung der Matrixelemente verschiedener Glieder 
yon H~ff nach Formel (13) tiber. 

Spin-Bahn- Wechselwirkun9 

Weiter oben machten wir die Annahme l~s.o. = l~s .... + 12s.o. b. In unserem Fall 
ist l~ .... = A,Lz2,Sz2 a, wo A a die Spin-Bahn-Kopplungskonstante im Molektil ist; 
Lz2, und Sz~ sind die Operatoren der Projektionen yon Gesamtbahn- bzw. 
Spinmoment des Molekfils auf seine Achse (die zz-Achse im oben angegebenen 
k2-Koordinatensystem), und l~.o. b = AbLbSb,  WO A b die Spin-Bahn-Kopplungs- 
konstante im Atom ist; Sb und L b sind die Gesamtspin- bzw. Bahnmomentopera- 
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toren des Atoms. Der Ausdruck fiir die Matrixelemente von 17"s.o. b ftir die Funk- 
tionen (i) f'~illt mit dem entsprechenden Ausdruck in [2] zusammen. Hier leiten 
wit den Ausdruck fiir die Matrixelemente von [?s .... ab. 

Die Wellenfunktionen (i), ftir die wir die Matrixelemente berechnen mtissen, 
entsprechen der Spinquantisierung yon Atom und Molektil nach der z,-Achse. 
Daher mtissen wir zur Berechnung der Matrixelemente Sz2,-Sol2, durch die 
sph~irischen Komponenten ~;qt des Vektoroperators des Molekiilspins S, im 
Koordinatensystem kl ausdrticken. Dieser Ausdruck ist 

812a = 2 Olqo(fl) Sl la ,  (20) 
q 

Mit (20) erhiilt man leicht folgenden Ausdruck ftir ein Matrixelement 9~ .... in 
den Funktionen (1): 

( S Ms ML Aw, A L[ (7~ .... I S' Mk M~A~ A' L') =O~i~i'aLL'aM~M~, 

X (-1)&+s~+s:,+IAaAD~t~_Ms,;o(ft)[(2S'+I)(2SI+I)(SI+I)Sa] i/2 (21) 

w ,  M s -  M} $1 } 5a ,a" , 

{S1S ~2} ein 6/_Symbol ist, s. z. B. [18] 
WO S' S 1 

Die Coulomb-Wechselwirkung in erster stSrungstheoretischer NSherung 
Bei groBen Molekiilabst~inden kann der Coulomb-Operator [~ab nach  Multi- 

polen entwickelt und auf wenige Glieder beschr/inkt werden. Die allgemeine 
Entwicklung in irreduziblen Tensoroperatoren wurde yon Rose [26] erhalten. 
Im kl-Koordinatensystem wird die Rose-Entwicklung besonders einfach 

~ ( -  1)Z2(Zi +)52)! *X1Qqb (22) Qqa *Z2 

I?"b= R-(Xl+x2+l)~ [(Zt -kq)/0(1 -q}/(XE+q)[0(2 q)t]~/e , zi=O Z2=0 q 

wo 0.qx~, 0~qx~, die sphiirischen Komponenten der Multipolmomentoperatoren vom 
Rang X1 bzw. Z2 fiir die Molekiile a bzw. b sind. Man erhiilt sie wie folgt: 

0~ = ~ eirf V 4n YqX(0,, (Pi)= ~ 0~(r~, 0~, q)~) (23) 
i 2 z + l  i ' 

Hier ist e i die Ladung des/-ten Molektilteils, r~, 0~, q~ sind die Kugelkoordinaten 
dieses Teils in einem zu k 1 parallelen System, dessen Ursprung im Molekiil- 
zentrum liegt. Diese Definition der Multipolmomente steht auch in [20]. Ftir 
unser System sind am wichtigsten die Dipol-Dipol- und Quadrupol-Quadrupol- 
Wechselwirkungen. Die entsprechenden Operatoren sind 

2 1 ^1 *1 gabdip.-- R a ~ ( 1 - q ) ! ( l + q ) !  Qq.Q-qb, (24) 

Vab quadr. 24 q~ 1 "2 2 = - ~ -  (2 -q ) ! (2+  q)! QqaQ-,b. (25) 
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Ffir ein Atom mit L ~ 0 und einem homodiatomaren Molekiil erh~ilt man in 
erster st6rungstheoretischer N~iherung eine Quadrupol-Quadrupol-Wechsel- 
wirkung. 

In unserem Modell ergibt sich das Quadrupolmoment des Atoms aus den 
gemittelten Abstandsquadraten der ~iul3ersten Elektronen. Der theoretische Wert 
des Molekiilquadrupolmoments ist sehr empfindlich gegen N~iherungen in den 
Wellenfunktionen. Daher gibt es keine einfachen Absch~itzungsmethoden wie 
beim Atom. Ffir A :~ 1 ist die Gr613e 

Q = ~rA~lO~rr~iT~ = ( r -  ATrO~lr-  AT~ (26) 

wesentlich, wo 0o 2 im kz-System angegeben wird. In [27-] sind theoretische und 
experimentelle Q-Werte fiir die Gleichgewichtsabstiinde ~o zahlreicher Molekiile 
im Elektronengrundzustand angegeben. Experimentelle und theoretische Qua- 
drupolmomente angeregter Elektronenzustiinde fehlen praktisch in der Literatur. 
Vernachl~issigt man die Anderung der Elektronendichte und des Gleichgewichts- 
abstands beim ~bergang zu angeregten Zust~inden, so zeigt die Hartree-Fock- 
Niiherung leicht, dab der Q-Wert fiJr alle drei aus der Konfiguration (2w) 2 hervor- 
gehenden Terme gleich ist. Daher kann ftir die Wechselwirkung eines Molekiils 
in irgendeinem der zu (2w) z gehiSrenden Zust~inde mit einem Atom der Q-Wert 
ffir den Grundzustand verwendet werden. Fiir A = 1 ist das Matrixelement 
(1I w 17] 0z 2 [H~ 1 Y) nicht gleich 0. Diesen Fall werden wir nicht behandeln. 

Die Operatoren 0~, des Molekiilquadrupolmoments aus (25) im kl-Koordi- 
natensystem hiingen mit 0~2, im k2-System wie folgt zusammen: 

^2 = Qq'2~. - (27) 
q' 

Einen Beitrag zu Matrixelementen I~ba~,a~. der Funktionen (1) bei A-r 1 gibt nur 
das Glied mit q '=  0 in (27). Mit [18] 

( 4g  11/2 
O~o(/~)= \57Ti- /  v~*(/~, 0) (28) 

haben wit folgenden Ausdruck fiir die Matrixelemente ]~abquadr." 

" ~ ' ' ' - ' L '  6 (SMsMLAw~ALIV~bq~,a~.]S M~M~A~ A ) =cS~A'6ss" ~t~M~ 

M; M L - M ~  ME (29) 47 ~Z ]~/2 
X6s~s'~6s~siR g- 5(2L+ 1)] (2 -ML+M{) ! (2+ML-M~)!  

y~_ ~(/~, o), 

wo (S 2 LY2 II 0 2 II $2 C~i)  Matrixelemente des Atomquadrupolmoments sind, die 
nach [2] durch (r ~) ausgedrtickt werden. 

Dispersionswechselwirkung 

Mit dem Satz O der Zust~inde der isolierten Atome und Molekiile liefert 
Vab~i~p ' einen Beitrag der Ordnung 1/R 6 zur Wechselwirkungsmatrix in zweiter 
st6rungstheoretischer Ordnung. Dieser Beitrag wird Dispersionswechselwirkung 
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genannt. Wir nehmen an, dab die Termaufspaltung der Basis 0 klein ist gegen die 
Energie der Elektronenkorrelation in den isolierten Molekiilen. Daher kann man 
in den Energieausdriicken zweiter st6rungstheoretischer Ordnung diese Auf- 
spaltungen weglassen und Ekl = Eol, Ek2 = Eo2 annehmen, wo E01 und E02 tiefe 
Niveaus von Atom und Molekiil sind, die zum Satz O geh6ren, Wir verwenden mit 
Mavroyannis und Stephen [28] die Formel 

1 2 ~ ab 
a + b = n- jo ( a2 + o92) ( b2 + 092) do (30) 

und schreiben die Matrixelemente IPabalsp" = l?abdlsp" 2 

( S M s S 1 k 1 S z ka[ V,b disp. ]S' M~s Si k'l S'2 k'2) = ass, aMsM'~ ~slsl 

- - kll~r176 x 6s2s~" , ( 1 - q ) ! ( l + q ) ! ( 1 - q ' ) ! ( l + q ' ) [  rc o 

x (S 2 k 2 [&1_�89162 i kl)  d o ,  (31) 

wo (Skl~:~l,(o)lSk')=2 ~ (Es"--E~ KS"IO~q'ISk') (32) 
ng:k,k' (Esn  - -  Eo)  2 q- 0)2 

die dynamische Dipolarisierbarkeit bei der imagin~iren Frequenz ico ist. Somit 
fiihrt das Zweizentrenproblem der Dispersionswechselwirkung Atom-Molekiil 
auf die dynamischen Polarisierbarkeiten der isolierten Partner. Der Operator 
&~(0)) in Formel (32) ergibt sich bei rotierenden Koordinatensystemen als 
direktes Produkt zweier irreduzibler Tensoroperatoren vom Rang 1. Fiir das 
weitere ist die Einffihrung irreduzibler Tensoroperatoren bequem: 

&~(0))= ~ I1 1 ~]~1 (0)). (33) 
gi,u2 ]A1 ~2 

Allgemein ergibt sich die Polarisierbarkeit des Atoms in einen entarteten Zustand, 
der bei Weglassen der Spin-Bahn-Kopplung durch Quantenzahlen S, L u n d  7 
charakterisiert ist, aus Matrixelementen (SLy  II &z(0))I[ SLy).  Mit der Formel Rir 
die Summe dreier Clebsch-Gordon-Koeffizienten [18] 

ml m 2 m12J m3 m2  m 3 2 J [ m 3 2  mt ,~x,~,m~ (34) 

erhalten wir folgenden Ausdruck fiir die irreduziblen Matrixelemente 

E S L  %, - -  E S L  ~ 
(SL7 I[ &z(0))II -- (2 2 + 1)~(- 1)L+z L'~'Z (Es~,~ ' ~ EssL~ ~- 0)2 

(35) 

{~' I ~}ISL, I[O?llSL'/)I~. x ( -  1) L' L 

Dabei ist 
(SL7 II ~:o(0))II SLT) = - ]/3]/3]/3]/3]/3]/3]~ + 1) c~(SLT), (36) 

10 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 28 
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WO 
1 

MsML (2S + 1) (2L + 1) 
( S L T Ms MLI&~o~o(o) I S L T Ms ML> , 

die tiber alle entarteten Zustiinde gemittelte Atompolarisierbarkeit in einem 
elektrischen Feld liings der z-Achse ist. Ftir Atomzust~inde mit L - - 0  ist nur das 
Matrixelement (0S? [I &~ 0S7) von 0 verschieden. 

Beim homodiatomaren Molektil miissen wir vom Koordinatensystem kl, in 
dem wir bisher alle Formeln geschrieben haben, zum System k 2 tibergehen. 
Dabei ist 

&~(co) = ~ Diu*,(fl) &~,2(o). (37) 
,u' 

Man zeigt leicht mit Hilfe der Invarianz der Rotation um die Molektilachse und 
der Beziehung 27~ + = ( -  1) q ~xq (hermitescher Operator), dab bei A-~ 1 nur die 
Matrixelemente &~ ) und &~2(co) ungleich 0 sind. Die Matrixelemente dieser 
Operatoren erh~ilt man wie folgt aus den Polarisierbarkeiten all(CO) und ~• 

1 
(F[ISMsIa~ = - - ~ -  (etj(o) + 2c~• (38) 

(FASMsI&~2(o)IFASMs)  = V 3  (Cql(CO)- a• (39) 

Die dynamische Polarisierbarkeit ist ftir eine Reihe von Atomen mit kugel- 
symmetrischen Zust~inden nach der Variationsmethode [29-31] streng berechnet 
worden, ftir das O-Atom mit der Vielteilchen-St6rungstheorie [32-33] .  

Ktirzlich erschien eine Arbeit [34], in der die dynamische Polarisierbarkeit 
einiger einfacher Atome yon oben und unten abgeschiitzt wurde. 

Eine vereinfachte Absch~itzung von (kl&~(co)lk') ergibt sich beim Ersatz von 
(Es, - Eo) in (32) durch eine mittlere St5rungsenergie A E. In dieser NS.herung ist 

AE 2 ( k l ~ l k ' )  (40) (kl&~(o)lk') = (AE)2 + 0 2 
mit 

ulu2 f l l  I~2 

Notieren wir ~ - - 0 .  Berechnet man die statische Polarisierbarkeit in gleicher 
N~iherung, so kann man (kl&~(co)lk') ftir Z :/: 1 in der Form 

(A E) 2 (klh~,(0) Jk') (42) 
(kl&.x(o)lk') - (AE)2 +co 2 

schreiben. Bei Z = 1 ist der Obergang yon (40) nach (41) nicht durchftihrbar, da 
(klh~(o)[k') = 0  in der gewiihlten N~iherung. AE entspricht gr6Benordnungs- 
miiBig der Energie der ersten Resonanzanregung. London [35] schlug vor, AE 
gleich der Ionisierungsenergie des Molekiils zu setzen. Mavroyannis und Stephan 
[28] untersuchten ein kugelsymmetrisches Atom, setzten e(o)) als a(b + 02) -1 
an und erhielten unter der Bedingung, dab der Ausdruck ftir co ~ 0  und co--+ oo 
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gegen die richtigen Grenzen geht, dab A E = V~- '  wo a die statische Atom- 

polarisierbarkeit und n die Elektronenzahl im Atom ist. Der Vergleich mit 
experimentellen Daten und strengen Rechnungen zeigt, dab man bei Vielelek- 
tronenatomen die besten Ergebnisse erhiilt, wenn n gleich der Zahl der Elektronen 
ist, deren Obergiinge das Atomspektrum bis zur Ionisierung ergeben (gew6hnlich 
die Elektronen der h6chsten Schale). Diese N~iherung wurde zuerst yon Slater 
und Kirkwood erhalten [36]. Fiir ein Atom in einem bahnentarteten Zustand ist 
die Formel (40) zur Absch~itzung der Dispersionswechselwirkung bequemer. 
Zur Berechnung der Matrixelemente ~ benutzen wir das in I-2] beschriebene 
Atommodell. Dabei sind in (~1 nur die Koordinaten der Valenzelektronen ein- 
zusetzen. Ein /iquivalentes Verfahren benutzten Callaway und Bauer [37] zur 
Berechnung der Dispersionswechselwirkung eines bahnentarteten Atoms mit 
einem kugelsymmetrischen. Dieses Modell entspricht der Slater-Kirkwood- 
N~iherung darin, dab die Atompolarisierbarkeit durch die Valenzelektronen 
bestimmt wird. Haben wir eine Valenzschale (hl)", so geben Glieder der Form 
(~l(r~, 0,, qh) (~(r j ,  0~, ~0j) ftir iS  j keinen Beitrag zum Matrixelement ~ ,  weil 
(~(r, 0, ~o) ein ungerader Operator ist. Daher errechnen sich die Matrixelemente 
des Operators zu 

i=1 r #1 /22 
(43) 

= -- 0 rl Qu(ri' Oi' q)i)" 
i = 1  

In (43) setzten wir die Elektronenladung - 1  und die bekannte Formel ftir das 
Produkt zweier Kugelfunktionen ein 

~V(211+1)(212+1)[I1 12 1 ][~1 12 10] l 
Y~ll(O'q~)" Y~(O'cP)= 47t(2/+1) ml m 2 ma + m  2 0 Y~"l+"2('9'q~ 

(44) 
Fiir die Matrixelemente &~((0) haben wit mit dieser N~iherung 

(SL(fil)"[l~~ ) = _ 2 n ( r 2 5 1 /  2L  
1 A E  

(A E) 2 + (02 ' V ~ 

] /~f f  A E  

(45) 

(46) 

Mit Hilfe der Symmetrieeigenschaften der Clebsch-Gordon-Koeffizienten zeigt 
man leicht, dab die Dispersionswechselwirkung von Atom und homodiatomarem 
Molekiil bei A ~ 1 allgemein durch 4 Parameter bestimmt wird: e(00), e(22), 
e(02) und e(20), wo 

7~ 0 
(47) 

10" 
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Die Ausdrficke ftir die Matrixelemente v o n  gabdisp, sind 

( S M s M L r z I L I  ~ , - ,  1 Ilq lq, Z1 ] V,  is .ISMsMLrA y, 
z~z2 qq" q + q' 

X _ - -q '  - - q - - q '  ML - - q - - q '  M~ [ ( l+q) ! (1- -q) ! (1- -q ' ) ! ( l+q ' ) ]  -1  

yz~ /R 0). (48) 
4~z 

• (2X1 + 1) (2L + 1) M~-MZW, 

Aus tauschwechse lw i rkun  9 

Zur Berechnung der Matrixelemente yon l?A,~t ' nach Formel (12) braucht man 
die Funktionen 7tSS~S~e die die Elektronenkorrelation in Atom und Molekfil M s k l k 2 ~  

berficksichtigen. Entsprechend der Annahme 4 ziehen wir nur Einelektronen- 
permutationen zwischen Atom und Molekfil in Betracht und berechnen den 
EinfluB ihrer Korrelation auf die entsprechenden Einelektronenschw~inze der 
Atom- und Molekfilwellenfunktionen (in (12) konkret ffir die Permutation der 
Elektronen l a  und lb). Nach Annahme 4a kann man in dem Bereich des Kon- 
figurationenraums, der dem Aufenthalt der Elektronen bei ihrem Molekfil bzw. 
Atom entspricht, ~SS~S2eMsklk2 --~ ll21SS1S2a Mskak2 setzen. Mit den Ausdrticken (14) und (19) ffir 

"" " S S 1 S 2  dieWellenfunktionen von Atom und Molekul wlrd 7J~k~k2 zum Produkt cp~ ~~ (r 1 ~) 
lab �9 q~m=(rlb). Die Molektilorbitale q ~ " ( r )  setzen wir in Einzentrenn~iherung an. 

Die axiale Symmetrie des zweiatomigen Molekiils wirkt sich in dieser N~iherung 
so aus, dab wir erstens die Kugelfunktionen nach der Molekfilachse quanteln und 
zweitens in (19) nur zweifache Entartung der Niveaus zu gegebenem 2 w zulassen. 
Beim lJbergang zur Quantisierung nach der Zl-Achse des ka-Koordinatensystems 
haben wir 

(p~wa~ : 2 D/ml]~(/~) (P~m'~ aa , (49) 
ml 

wo die q)~7 ~" der Quantisierung nach z 1 entsprechen und die Beziehung von 1 
zur Symmetrie der Einelektronenmolekfilorbitale oben erkl/irt wurde. So geht 
wss,s2 in die Funktionen ~ -  l~b ~ssls2e n; , ,  Korrelation der ~Oml (rla) q~am2(rlb) fiber. Da --M~k,k2 "~'~ I M s k t k 2  

Elektronen 1 a und I b im Gebiet zwischen Atom und Molekfil berticksichtigt, er- 
I~SS1S2 ffir co zWaa m l~u noch rr~'~w~algb/u hiilt man aus --~t~k,k . . . .  "-~m~ V ' m ~  t ' l , ,  rlb), was nicht mehr ein 

Produkt yon Funktionen ist, die allein yon r l ,  bzw. rlb abh~ingen. Die Funktion 
~o ~" l~b  ist durch die exakte L/Ssung des Problems zweier gekoppelter Elektronen ~ 1 ?i?tl 2 
im Feld der Atom- und Molekiilrfimpfe zu bestimmen. Dabei setzt man mit dem- 
selben Fehler, den die Einzentrenn~iherung bringt, dieses Feld im Bereich der 
z~-Achse, woher der Hauptbeitrag zum Austauschintegral kommt, axial- 
symmetrisch an. Daher sind die Funktionen - ~ " ~ b t r  rib ) gleich den ent- t t l m l h m  2 I la~ 
sprechenden Funktionen, die in [6] ffir die Wechselwirkung zweier Atome bei 
grol3en Abst~inden erhalten wurden. Damit erh~ilt man aus Formel (12) leicht 
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folgenden Ausdruck ffir die Matrixelemente VAust" : 

( S Ms ML F Ii LI VAust.IS' M~ ML F' A' I2) ---- 6ss, 6MsM'~n, nb 

"SIT' "-'SIT" '-'S~' "-'ss'g' (-- 
S~'L" S~'Y" [S~ 1 S1 / 

• E(2s~ + 1)(2s2 + 1)(2sl + 1)(2sl + 1)?~ [s{~i s~ s2 
sl s J (50) 

x ~, ~ ~ IE' 1 L ]J E' 1 L' "" " 

MLmem~ miml A"~,~.' [M~ m 2 M L [M~ m'z M'L 

x (lo~,m 1 ; hp%m a [J] le'~ml ; hp~'bm'2), 

Is'; ~ s~l 
w o / � 8 9  S~ S , 9j-Symbole sind und (le~ml;hpc%mzlJlle',m'l;hpe'bm'2) Zwei- 

[S1 Si S / 
elektronenaustauschintegrale, die ftir l--0, 1 in [6] bestimmt worden shad. 

Daraus folgt, dab die Integrale (lea0; hp%OlJllc~',O; hpe'bO) (in der Quanten- 
chemie a-Integrale genannt) wesentlich gr6ger sind als die tibrigen. Setzt man in 
(50) nur diese Integrale ein, so werden die Matrixelemente l~A~st" diagonal beziiglich 
der Quantenzahlen ML, und wir erhalten die oben erwiihnte Axialn~iherung. In 
dieser N~iherung erh~ilt man leicht, mit den Symmetrieeigenschaften der Rotations- 

IF" 2~, F 1 GS r matrizen D~,,,(fl) und den Koeffizientenwerten von [A" [ zq und s"r", folgen- 
den Ausdruck fiir die Matrixelemente Vhust" : 

( S Ms ML AwA LI VA~,~t.IS Ms ML A~,A' I2) 

= (SMsMLA w - ALl r~Aust.ISMsMLA w -- A ' E ) ,  

(SMsMLS~ LI VAust.ISMsMLX~, L')  = 0 ,  (51) 

(SMsMLS+ " ~ , LIVAu~,.ISMsMLA~,AE) 
= + (SMsMLSc~LIVA~t.ISMsMLA~,-AC). 

5. SchluBfolgerung 
Die hier beschriebene Methode zur Termbcrechnung flit ein dreiatomiges 

System ist nut bei hinreichend groBcn Abst~inden R zwischen Atom und zwei- 
atomigem Molekiil brauchbar, wo die Elektronenfunktionen des Systems gcnau 
genug durch eine Heitler-Rumer-Struktur darstcllbar sind. Bei Verkleincrung yon 
R sind Wechselwirkungcn der Strukturen zu beachten; die Methode kann fiir 
diescn Fall verallgemeinert werdcn, verliert jedoch dabei die Einfachheit der 
Austauschintegralberechnung. Bei noch kleinerem R wird die Wcchselwirkung 
der Strukturen so stark, dab in nullter Niiherung die Methode tier Molekiil- 
zust~inde (MO) ohne Konfigurationswcchselwirkung zweckmiiBig ist. Der Ubcr- 
gang zwischen beiden Methodcn kann nur durch L6sen der S~ikulargleichungen 
mit Konfigurations- und Strukturwechselwirkung verfolgt werden. Solche 
Arbeiten sind recht sclten, und wir wcisen nur auf eine hin [38], in der die Energic- 
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fl~ichen ftir H 2 ( 1 S ~ ) +  O(3P) ;  O(1D) b e r e c h n e t  wurden .  Die  do r t  fo rmul i e r t e  
E i n z e n t r e n n ~ i h e r u n g  ergibt ,  d a b  die A u s t a u s c h w e c h s e l w i r k u n g  fiir alle Zust~inde, 
die aus  1S+ + ap  u n d  1S+ + 1D h e r v o r g e h e n ,  zu r  Abs to l3ung  von  H2 u n d  O Rihrt. 
D e r  Vergle ich  mi t  d e n  R e s u l t a t e n  v o n  [38]  zeigt,  d a b  die W e c h s e l w i r k u n g  dieses 
T y p s  b e i m  K o p p l u n g s t e r m  ~A1 s c h o n  bei R > 5 a. E. auftr i t t ,  e n t s p r e c h e n d  e iner  
W e c h s e l w i r k u n g s e n e r g i e  u n t e r  0,05 a. E. Diese  Z a h l e n  ve rdeu t l i chen  d e n  An-  
w e n d u n g s b e r e i c h  der  a n g e g e b e n e n  M e t h o d e ,  wobe i  in  d iesem Bereich die Ge-  
n a u i g k e i t  die  der  M O - M e t h o d e  m i t  K o n f i g u r a t i o n s w e c h s e l w i r k u n g  tibertrifft.  
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